Esercitazioni di Elettrotecnica

del corso di recupero per il CdL in Ingegneria Informatica

Esercitazione 8
Rappresentazioni di doppi bipoli lineari.




Trasformazioni tra le rappresentazioni (A = Determinante della matrice)

A —DA R G H H' T T
Gy _ Gy AH Hy I 7H"’ A4 AT E2
R AG AG H, H, H', H', c C c' C’
Gu  Gu Hy 1 H's AH' 1 D AT A4
TAG  AG H, H, H',, H', c C ¢ c
R, R, e 7H12 AH' H'y D AT A’ 1
G AR AR H,, H,, H'), H', B B B B
Ry Ry Hy AH _H' 1 14 _AT' D’
AR AR H, H, H', H',, B B B'" B’
AR Ry 1 G, H'y, H', B AT B 1
H Ry Ry G, Gy AH'  AH' D D A' A’
Ry 1 Gu AG _Hw o HYy b c ar ¢
"R, R, G, G, AH' AH D D A A
1 _R” AG Gy H,, _le Cc AT cr 1
Hy R, Ry G,, Gy AH AH A A D' D'
R,y AR Gy 1 Hy, H, 1 B AT' B’
R, R, Gy Gy “AH AH 4 4 ©oD
ﬁ AR 7622 1 _AH 7H|| 1 H'), D’ B’
T R, R, G,, Gy H,, H,, H')y H', AT AT’
1 Ry _AG Gy _Hy o 1 H'w AH' <A
Ry Ry G,, Gy H,, H,, H', H'y AT AT
Re AR | G 4| 4 Hy | am #w| b B
T R, R, G G, H, H, H', H'p AT AT
1 Ry A Gy Hy AH _H'II 1 L i
R|2 t _GIE _Glh le le H'y H'y AT AT

N.B. : Per poter trasformare una rappresentazione in un' altra ¢ necessario che i denominatori delle
frazioni siano diversi da zero.

Potenza totale assorbita da un doppio bipolo
P =VIi+V,

totale

11 bipolo si dice passivo se per ogni insieme di tensioni e correnti che soddisfano le equazioni costitutive si ha: Pigae > 0.

Reciprocita e simmetria

Un doppio bipolo ¢ reciproco se date due coppie diverse di tensioni e correnti, che soddisfano le
relazioni costitutive, se inverto le porte di ingresso e di uscita il circuito non cambia.

La simmetria ¢ la proprieta per cui se inverto le porte di ingresso e di uscita il comportamento del
bipolo non cambia. Un bipolo simmetrico ¢ anche reciproco, ma non vale il contrario.

Rappresentazione Condizione di reciprocita e simmetria

Matrice R R, = R,, (simmetrico se anche R;; =Ryz)

Matrice G G, = G, (simmetrico se anche Gi1 = Gx)

Matrice H H,,= — H,, (simmetrico se anche: det(H)=1)
Matrice H' H',=— H', (simmetrico se anche: det(H") = 1)
Matrice T determinante di T =1 (simmetrico se anche A = D)
Matrice T' determinante di T' = 1 (simmetrico se anche A' =D')
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1.11. E1, T.E. DEL 05-07-2004, PROF. D’AMORE Temi d’esame

1.11 E1, T.E. del 05-07-2004, prof. D’Amore

1.11.1 Testo

E1l
J 11 doppio bipolo in figura opera in continua. Si de-
i1 12 terminino i parametri della rappresentazione di tipo R
o—> * <o (controllata in corrente).
A A
v1 100 [Q)] 90, ; s
1 [kQ]

1.11.2 Soluzione

Scriviamo innanzitutto in forma simbolica la formulazione richiesta.

U1 T+ T2
Vg = To1l1 +  Tal2
Si noti come non vi siano i termini noti, dato che nella rete non vi sono generatori impressivi.
Per il calcolo dei parametri (711, 712, 791, r22) abbiamo a disposizione sia il metodo delle prove
semplici che la scrittura diretta delle relazioni. Per scrivere direttamente le relazioni cercate, dob-

biamo riuscire a scrivere le variabili controllate in funzione delle controllanti, quindi cerchiamo di
esprimere le varie tensioni e correnti della rete in funzione delle stesse, ovvero di #; e is.
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Temi d’esame 1.11. E1, T.E. DEL 05-07-2004, PROF. D’AMORE

Si osserva immediatamente che, per effetto del generatore pilotato si ha:

Vg = —9U1
il — = O O ——-—k— i2
ﬁ+ 9V1 n v,
Vil 100 10V
1
/R
100
nodo A

Dalla figura si nota come la tensione sul resistore da 1k€2 sia di 10v; (LKT alla maglia composta
dai resistori e dal generatore pilotato). Si riesce quindi a scrivere una LKC al nodo A che consente
di esprimere i

. U1 i 101)1 (%
11 = —
"7 100Q T 1000Q 500
esplicitando v; otteniamo:
V1 = 50921
Inoltre, dato che v = —9v; si ottiene

vy = —9 - 5004 = —450€2,

Le due equazioni della formulazione cardinale controllata in corrente sono quindi

vV = 50921
Vg = —450921

da cui la matrice R richiesta:

500 0
R‘{-%M}o}
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A. Maffucci: Esercitazioni sui doppi-bipoli verl.1-2009

1. Doppi-bipoli in regime stazionario

ES. 1.1 — Con riferimento al seguente doppio-bipolo:
a) calcolare la matrice delle resistenze;

b) calcolare la matrice delle conduttanze.

+
R,=2Q. Ry=1Q,

Rp v,
R-=25Q,R,=05Q.

O

a) L’elemento R, ¢ laresistenza di ingresso alla porta 1 della rete descritta in basso. Applicando
le regole di equivalenza serie e parallelo si ottiene:

Analogamente, 1’elemento R,, ¢ la resistenza di ingresso alla porta 2 della rete seguente (nella
quale si e trascurata R, che si trova in serie ad un circuito aperto):

_ Ry (Ry +RC)

Ry, = =044 Q
Rp+Ry +Re

b) L’elemento G, ¢ la conduttanza di ingresso alla porta 1 della rete seguente, nella quale si &
tenuto conto del fatto che R, si trova in parallelo ad un corto-circuito:

A. Maffucci: Esercitazioni sui doppi-bipoli verl.1-2009

L’elemento G,, ¢ la conduttanza di ingresso alla porta 2 della rete seguente:

Gg(G, +Gc)

Gy, =Gp +
2P NG, +G, +Ge

=247S8

v __ 1 RcllRy
Ry Ry, "R,+R.IIR,
RC
RuRq+R Ry +RyR

5
|
|
Il

=-0.26S

ES. 1.2 - Con riferimento alla seguente rete:
a. valutare la matrice G il doppio bipolo resistivo visto ai capi dei generatori;

a) L’elemento G;; ¢ la conduttanza di ingresso della rete descritta in seguito. Applicando le
regole di equivalenza serie e parallelo di conduttanze si ottiene:

i GI(GI + ZZGGlGé J
Gii=-1 G, = 179 ) 033
th—0 26, + 200,
. 2G,+G,

Per la simmetria della rete rispetto alle due porte, si ha anche G,, = G,, (si provi a dimostrarlo).
L’elemento G, ¢ definito come:



A. Maffucci: Esercitazioni sui doppi-bipoli verl.1-2009

iy
Gy, =—
Vi

v, =0

1l circuito per il calcolo di tale parametro ¢ disegnato in alto. Si osservi che:

4] b -G .2
= =Gy

g

I
Gy, =—
Vi

v,=0 Vi v, =0 h v,=0 v,=0

quindi ci si riporta al calcolo di -2
h

, che puo essere effettuato con 1’applicazione reiterata del
v,=0

partitore di corrente:
=i /2 1. R,

- ! - ——=-025
i i 2if R +R,+R//2

dacui: Gy, =-0.25-G;; =-0.08 S .

Si provi a verificare che G, = G,, =G,,, proprieta valida per tutti i doppi-bipoli reciproci.



Esercizio 4.7

Determinare la matrice di trasmissione del doppio bipolo di fig. 1.

1 Rl 12
| — VA .2
+ +
R; R;
R; =200 Q
R, = Q
2 =300 Vi %Rz R2§ V,
R; =400 Q
"~ R, -
's VA o2
Figura 1
Si possono seguire vari procedimenti.
I) Metodo del potenziale ai nodi.
Posto Ey =0, si ha:
111 1 1 |
Ry Ry Ry R, R3 E, I
_L L+L+L _L E2 — 12 (1)
Ry Ry Ry Rj R, E I
1 1 1 1 1 2! -2
i R; R, Ry Ry Rj

Considerando che: V; =E;, V, =E; —E,, eliminando E, dal sistema, si ottengono due
equazioni, che risolte rispetto a V; ed I; consentono di dedurre la matrice di trasmissione [T].
Alternativamente, si puo procedere sottraendo la terza equazione dalla seconda:

L+L+L (EZ_EZ')+ L—L El :212 (2)
R; R, R, R3 Ry
da cui:
RiR5» +2R;Rs +RHR 2R4R
y, = RiR2 1IR3 £ B3y L ZRRs g (3)
R,(R3-Ry) R3-Ry
e quindi:
A:R1R2 +2R;R3 +R,R3 _46 4)
R, (R3-Ry)
2R R
B=""173 _800Q (5)
R3; —-Ry

Data la simmetria del doppio bipolo, si ha A=D e det[T]=1; quindi:
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]le *——o—« \/\/\/\ p——o—o o2
R,
Rs R;
Ry
I'e -~ WY S 2’
(a) (b) (c)
Figura 2
D=A=4,6 (6)
c=AD=1_ 0,0252 S (7)

Dalle formule ottenute si evince che la matrice di trasmissione [T] esiste solo se R; # Rj.

) Cascata di doppi bipoli.
I1 doppio bipolo si pud scomporre nella cascata dei tre doppi bipoli indicati con le lettere a, b, ¢ in
fig. 2. Per il doppio bipolo (a) si ha:

S ®

e quindi la sua matrice di trasmissione ¢

[T(a)]z L U O o)
/R, 1| [2:107 1

che coincide con la matrice di trasmissione del doppio bipolo (c).
Per il doppio bipolo (b), ¢ utile ridisegnarlo in modo planare, come in fig. 3. Considerando la porta

2 a vuoto (ossia I(Zb) =0), si ha facilmente:
v _ R;+R3 1 v R3—R; 1® (10)
2 2
da cui v ZRa* R o) =2y (11)
R;-R, R;-R,

Considerando la porta 2 in corto circuito (ossia Vz(b) =0), si ha:

v =2 RiR; 1 1 it v (12)
R1+R3 2 R3 RI
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da cui: Vl(b) - _2&1(@ Ifb) __ R3+Ry 1 (13)

R;-R; 2 R;-R; 2
La matrice di trasmissione del doppio bipolo (b) ¢
allora: 1N R;
[T(b)]: 1 R1+R3 2R1R3 _ | T
R3 - Rl 2 Rl + R3
(14)
_ 3 800 R, R,
1072 3
Si noti che per tutti e tre i doppi bipoli valgono le Figura 3

condizioni di simmetria A=D e det [T]=1.
La matrice di trasmissione del doppio bipolo composito ¢ data dal prodotto:

[r]=[r® |[r® |[r©] (15)

la quale, effettuate le sostituzioni, conduce agli stessi risultati trovati in precedenza.

Ill) Parallelo di doppi bipoli

I1 doppio bipolo si puod considerare come composto dal collegamento parallelo-parallelo di due
sottoreti a quattro morsetti (quadripoli), indicati con le lettere a, b, in fig. 4. Tale considerazione
in generale non ¢ utile al fine di ricavare il funzionamento del doppio bipolo composito, ma nel
caso in questione lo ¢ perché i due quadripoli componenti si comportano entrambi da doppi bipoli,
dato che si ha:

(® _ _V1=Vo (16)
1 2 2R,
(a)
le o2
+ 1 Lia \/1\{/}/\ L, L +
Vl % R2 RZ% V2
_ R, _
1’- -2'
I]b IZb
R; R;
(b)
Figura 4
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Per il doppio bipolo (a), considerando la porta due in corto circuito, si ha facilmente:

o 1Y 11
GW="1] - — 4~ —45mS (17)
2 2R, R,
V,=0
15 1
GR="2] =———=25mS (18)
v 2R,
V,=0

Per la simmetria del doppio bipolo (a) si ha
6 -cl) ooy 19

Per il doppio bipolo (b), considerando la porta due in corto circuito, si ha facilmente:

1" 1
GP =11 = —=125m$S (20)
\ 2R,
V,=0
1§ 1
GP =21 =——=125mS (21)
\ 2R,
V,=0

Vista la simmetria del doppio bipolo (b) si ha
b b b b
G(zz) - Ggl) ng) - G(Zl) (22)

La matrice delle conduttanze del doppio bipolo composito in parallelo-parallelo ¢ data da:

2111 +R1 +2R1 _211{ +2111 575 —125
[G]= [G(a)]+[G(b) ]z 1 Ry 3 1 3| > ; (23)
3 1 1 1 N 1 N 1 -1,25 5,75

+
2R; 2Ry 2Ry R, 2R3
Calcolata la matrice delle conduttanze, quella di trasmissione si ottiene mediante le formule:

San B c-_dGl  _ Gu
Gy Goy Gy Goy

(24)

Sostituendo ai parametri di conduttanza i loro valori numerici calcolati precedentemente, si
ottengono ancora 1 risultati trovati in precedenza nelle (4) e (7).
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Esercizio 26b

Calcolare la matrice delle conduttanze [G] del doppio bipolo in figura.

1 1
R=20, Ri=50, R, =10, n=2
Ry R
L VAYAYA VAN .
1 n:1 2
S

R>

2’

Utilizziamo il metodo dei nodi, sostituendo ai lati del trasformatore ideale 2 generatori di corrente:

Vi Ry A\

BN ——

11 sistema risolvente sara:

[t _1 0]
| R TR
Lzl _1| [_]
R, R R, R, R i,
RERR

0 R R

A cui bisogna aggiungere le equazioni del trasformatore ideale:

o = Va2 = Itz
3= 1=~
. . n
Dalla terza equazione si ha:
. VZ VZ n-— 1 Vz
1 == J—
o "R Rn  n R
e quindi:
.y 1-nwv,
MEET T T R

Sostituendo nella seconda equazione e riordinando le due equazioni, in forma matriciale, si ha:



E quindi:




Esercizio 4.3

Determinare la matrice delle impedenze del doppio bipolo di fig. 1.

0,
Ly
i i
1o VAYAYA VvV °2
R R +
Vi g Lo V2
11: :21
Figura 1

Soluzione 2
Si applichi il metodo delle correnti di anello; dette J 1» J 5 € J 3 le correnti (orarie) degli anelli interni,

per le LKT si ha:

R+jwl, -jol, -R I, \4
—jwL, R+joL, -R I, = -V, 1)
. -R 2R +jwL, || 1 0

Ricavando J 3 dalla terza equazione, sostituendo nelle prime due e considerando che le correnti di

ingresso 11 ed 12 del doppio bipolo coincidono rispettivamente con J 1€ — J 5, i ha:

i 2 2 y
R4joly —— el +— || |V
2R+jwL, 2R+jwL,
Q2 R? B 2)
joLy+ —— R+jol, ———|]|. .
i 2R+jwL, 2R+]wLp_ L] [V,]

La matrice che premoltiplica il vettore delle correnti ¢ la matrice delle impedenze.



Esercizio 4.12

Calcolare la matrice delle ammettenze di corto circuito del doppio bipolo di fig. 1.

k10 O 1; I \/\l}\/‘ 1§ ;2

X, =10 Q

X, =10 Q Vi @Xl ng V2

X,=5Q ) e )

Xc=-10 Q I'e || 2’
Figura 1

Notando che il doppio bipolo ¢ simmetrico, si puo ricavare la matrice delle ammettenze di corto
circuito calcolandone solo gli elementi Y, ed Y,, con la porta 2 in corto circuito. Considerando le
correnti 1, ed I, come due correnti di anello e una terza corrente I, circolante nell'anello centrale
(in senso orario) si ha il sistema:

le 0 _jxl ‘11 Vl
0 X, X, ?z = 0 (1)
—jX; Xy R+jXc+ X, +X,) || 15 0
Ricavando I, dalla terza equazione:
— leil _ sziz — (1+ ])(Il _12) ’
TR X +X,) 2 2)
e sostituendo nelle prime due, si ha il sistema ridotto:
(5 + j5)i1 - (5 - j5)12 = Vl
~(5-35), +(5+j5)i, =0 (3)
Risolto tale sistema, si ottiene:
)
1 20 1
. 1+17 .-
i =-1ty 4)
L 20
da cui:
(1-j)
Y,=Y,=—=S
< 11 22 20
1+]j (5)
Y, =Y, =——28§
21 12 20




Esercizio 4.13
Ricavare la matrice ibrida inversa del doppio bipolo di fig. 1.

. Xl i
P} s 2 o2
R=10 Q + X +
X, =X, =10 Q [A
Xe=-10 Q Vi gxzj% R % V2
1| Jz
Y, — _
l'e o2
Figura 1

Considerando le correnti I, ed 1, come correnti di maglia circolanti rispettivamente nelle maglie 1-
Xi1-Xc-R-1' e 2-R-2' e una terza corrente 13 circolante nella maglia Xc-R-X> in senso orario, si ha

il sistema di equazioni:

R+j(X;+Xo) R R+jXc IL| |V,
R R R L=V, (1)

R+ijXc R R+jX, +X)||1,] | 0

Ricavando I, dalla terza equazione:

R +jX ]I, +R1, R
=— = (=147, -1
5 R+i0X, + X0) =1+jL ~1, 2)

e sostituendo nelle prime due, si ha il sistema ridotto:

1+i2 jl[1 \Y
10 .] ) oV 3)
i O0JlL] |V,
nel quale la matrice a primo membro ¢ la matrice delle impedenze a vuoto del doppio bipolo.
La matrice ibrida inversa [H ], definita come:
VZ H21 HZZ IZ
si ottiene mediante le formule:
1 1 .1 - Z 2 .1
H,=—=—-j—5 H,=—F2=-=-j—
"7 750 )25 2=y 75 )5 ©)



e Zy 2 1 o AZ .
H21:-_21:g+]g HZZZZ_:2_J4Q‘ (6)

11

Si noti che la condizione di reciprocita per la matrice delle impedenze si esprime come Z;, =Z,, €

per la matrice ibrida & H,, = —H,, . Data l'assenza di generatori pilotati nel doppio bipolo in questione,
entrambe le condizioni sono soddisfatte.



Esercizio 4.2

Determinare la matrice di trasmissione inversa del doppio bipolo di fig. 1.

Ci1=10 mF, C>=20 mF, G1=500 mS, G>=2 S, G3=200 mS, g=200 mS, ®=20 rad/s.

b I b i,
—_ |
+ G , +
VI GZE Ci= g\./b'e l % G \./2

Figura 1

1? Soluzione
Ricaviamo la matrice di trasmissione inversa come il prodotto delle matrici di trasmissione inversa

dei 3 doppi bipoli in figura 2.

b. D AN b' I I l_' Lo . i L .
+ Gy + G + o+ +
Vi G2§ Ci== Vie Vie V(| Vo Vi %G3 \£

Figura 1

Per il primo doppio bipolo, alimentando le due porte con generatori di corrente e risolvendo con il
metodo dei nodi, si ha (v. fig. 3):

AN .
+ G +

i (T) Vi Gz% Ci== Vbe CT) i

€

Figura 3 ~

Gy —Gy ] .V1 _ '11 (1)
—G; Gy + Gy +jwCi] |V, L,

e riordinando si ottiene la matrice di trasmissione inversa:



L3 I T R

La matrice di trasmissione inversa del secondo doppio bipolo si pud calcolare applicando
semplicemente le LK (v. fig. 4):

i]” l_‘ 12”
+ C2

+

Vb'e g\./b'e l \72”

Figura 4
Iy + Iy = gV_b’e 3)
. _ . —j .
Vyr = Vi, — (w—czllu) 4)

e riordinando si ottiene la matrice di trasmissione inversa:

[5)- L2 =l el g

Anche la matrice di trasmissione inversa del terzo doppio bipolo si pud calcolare applicando
semplicemente le LK (v. fig. 5):
i]r/r Iz C

+

Vi %G3 Va

Figura 5
=V (6)
IllII + IZ = G3V1”’ (7)

e riordinando si ottiene la matrice di trasmissione inversa
VZ III III
G I " 3] I " (8)
3 1 1

Infine, moltiplicando le 3 matrici di trasmissione nell’ordine inverso, si ottiene:




1 o1 = 1 &
[T'] = [T3][T][T{] = [_ H ‘DCZI crcorioc | =
G3 1 —£ 1 —(Gz + ](,l)cl) =1 (2;1](0 L
C1+Cy _ ]G_Z _ C1+Cy . G1+G;
Cz wC; C2G, wCpGq
- C1+4Cy ) G2Gs g+G1+G2+C1c+ZC2G3+j[“’cl‘%] 2
e, sostituendo i valori numerici si ha:
- S5 -3+j20
T'] = (10)
_54 ji S 6—j 21
2 s 10

22 Soluzione

La matrice di trasmissione inversa del doppio bipolo puo essere ricavata, anche, studiando le due reti
che si ottengono considerando la porta 1 a vuoto e in corto circuito (anche se questo metodo, di solito,
¢ meno efficiente del precedente).

Con la porta 1 a vuoto (ossia con 11 =0), adoperando il metodo dei potenziali di nodo si ha:

{(Gz +§0C Vi +joCs (Vi = ¥ )= 0 an
joCy (Vs = ¥ )+ G5V, =1, - gViye
Dalla prima delle (11) si ha immediatamente:
.,V C,+C G
Ar=2| =it 2 _ (12)
\2 i\=0 C, oC,
Dalla seconda delle (11), considerando la (2) e che V,,, = V,, si ha:
&=k Z—g—Gz—C1+C2 G3—j(wC1_G2G3j (13)
Vl 11:0 C2 (,OC2

Con la porta 1 in corto circuito (ossia con V; =0), scelto ancora 'e' come nodo si riferimento, il
metodo dei potenziali di nodo conduce ad equazioni deducibili dalle precedenti sostituendo al posto
di G; il parallelo di Gi e G». Essendo inoltre V. = —1I,/G,, dalla prima si ha:

& :_(C1+C2)+le+G2 (14)
Il CZGI COC2G1

B'=

V,=0
mentre dalla seconda, per la (5), si ha:

g+G+G, +(1+C;/Cy)Gs .1(0)(: (G1+G2)G3j
= 1_—

+]—
Gl Gl O)C2

. —i
D'=—2%

i (15)

V,=0

Si noti che le espressioni di B' ¢ D' possono essere ottenute rispettivamente da quelle di A' e C'
moltiplicando queste per —1/G; e sostituendo G2 con G1+Ga.
Infine, a parziale verifica della correttezza dei risultati, si puo verificare che, posto g=0 S, si ha

det[T']=A'D'-B'C' =1 (16)





